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Exercice 1 : Soit la suite récurrente donnée par u,,; =
a} Of e sulte u, est convergente, quelies sont ies valeurs possibles de

Uy —a

b} Soit v, = ——. Monirer que cette suite ast géométrigue et donner

Uy e

ael
Exercice 2 Soit (x) = ——
coslx)—~1

a} Donner les points ot ia fonction f n'est pas définie.

p !

b} La fonction f admet elle un prolongement par continuité en 0 7 en
les autres points ot elle n’est pas définie ? (justifier la réponse’

i

- P -~ 1 g
Exercice 3 : calculer . ) , s
xcos{x) — sinix) Sin(x3) = x°
e T il L e &
3 kigil F £t L K S =
Lﬂ.l ‘l:‘ x‘)) 0 }:j

& Pl b)  P(e sin(x))
+ 7 Spos(E) - &

Exercice 6 : Résoudre les équations différentielies sujvantes :
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Exercice i :
Soit la suite numérique (¥r)ns0 de premier terme 29 = 3 qui vérifie

Vn (5 N, Uyl = E'U-n

1. Calculer vy, vy, vg

2. Donner v, en fonction de n

; : i y e e i h 2+ 3u,
Soit la. suite numerique (U, ), de premier terme Uy = g qui vérifie u,; = m

3. Calculer uy, up, uy

| £

+
=

Soit la suite numérique (Wn)nso définie par w, =

——t
=

4. Calculer wy, wy, wy, w;
. Exprimer w,, en fonction de W,
. En déduire que w, = v, pour tout nn = 0
Uy — 2
vy, + 1
- En déduire le terme général de Up

5]
6
7. Montrer que u,, =
8

9. En déduire la limite de la suite Unp

“Exercice 2 :
Calculer les primitives suivantes -

v
1. A:/M(h

T2+ 1
2. B =/arcsin(m)dm

Exercice 3 :
Résoudre les équations différentielles suivantes

Loy +2zy = 4z
' vy
2. ¥ + yeotg(z) = 5¢**®) avec la condition initjale Ty = é et yy = —4

3. y' =5y +4y=3~9¢

[tresd
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Département de mathématiques, Année 2015 - 2016
BCG - Module M222: Analyse
Examen (partiel 2)

10 : Trouver yo(t), solution générale de I'égustion diffé
Y0 )2 v

QL : Que vaut img, oo /7T +1 — v —17

Q2 : Seit f(z) = L%’#, quel est le domaine de définition de 7 Que vaut lim,_,, f ()7
Q3 : Soit f(z) = aln(z) + = Quelle est la fonction dérivée de 7 ‘
Q4 : Quelle est 1a dérivée de f(z) =Tsin(y/z)eVZ 7 .

Q5 : Soit f(z) = V1 +z + 22, quel est le DL d’ordre 3 au voisinage de 0 de f(z)?

Q6 : Que valent f; 2zin{z)dz et _,r_ll (m—{-ss)?Tfs_)dx?

Q7 : Quelle est la primitive de / m‘:’f dz ? (prendre t = tan £))

Q8 : Quelles sont les solutions de I'équation différentielle - 22y (z) + z(z'— 2)y(z) = 24(1 + z)?

Probléme : Modélisation de la croissance de la partie aérienne du Tournesocl

On s'intéresse & la croissance en hauteur de la partie aérienne du Tournesol. De I'apparition
des premiéres feuilles, au stade précédant la formation du capitule (*la fleur’
peut étre modélisée par ’équation différentielle suivante, ol h{t) représent
et 1 le temps en jours :

"). Cette croissance
e la hanteur en cm

dh(t) 0.1 ;

= —h(t)(255 — h(1)). [

Pour la résoudre, nous allons utiliser le changement de variable h(t) = % On remarque que
dh(t) _ 1 du(z) o
d T TPEy A
Q8 : Montrer que I'éguation (1) peut s’écrire -

dy(t) 0.1 o

——= 4+ 0.1p(t) = —. (2)

dt “ N s 255 A F

fférentielle sans second membre -

dy(t)

Oy =0.
7 + 0.1y(t)

Q11 : Chercher y,(t), solution particuliere constante de I'équation (2).

Q12 : En déduire la forme générale des selutions de Iéquation {2).

Q12 : En déduire la forme générale des solutions de Péquation (1), exprimant % en fonction .
Q14 : Au temps (¢ = 0) (apparition des premieres feuilles) la hauteur du plant Tournesol vaut
ho. trouver I'expression de h(t) vérifiant cette condition initiale. R i
Q15 : Donner ’expression de h(t) si hg = 8.8 _
QL6 :Une expression possible de h{t) est la suivante : g(t) = W’{?ﬁ_lq—l. Que vaut Hmy s oo0 A(2) ?
Q17 : En exploitant 'expressiocn de i%l dans Péquation (1), justifier que h{#) est une fon{:tio_?
croissante du temps. : -

Q18 : Au bout de combien de temps la plante modélisée atteint-elle la moitié de sa taille fiuuie”
Justifier. ; £ e

£ aL -
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3. On définit la suite {Wn)nen par

w, = —— pour tout n € N.
=~
1
18
(b) Donner la nature et les caractéristiques de la suite (w,) ainsi que I'expression du
‘terme w,, en fonction de n.

(a) Etablir I'égalité suivante wni1 — Wa =

(c) Déterminer V'expression du terme uy en fonction de n.

4. En déduire la limite de la suite (u,).

Exercice 2 ‘
Déterminer I’ensemble D de continuité de la fonction f définie par

: !
f(z) = «*sin =

Etudier son prolongement par continuité en D.

Exercice 3 :
Soit la fonction f définie par

3—22

s@={ 17

si z°€] — oo, 1]
si z € [1, +o0]

||

1. Annoncer le théoréme des accroissements finis.
9. Montrer que f satisfait ce théoréme sur [0, 2].

3. Déter-niner toutes les valeurs ¢ de 10, 2] telles que f(2) — f(0) =2 f'(e)-

- Exercice 4 ,@. 4""— cUL
‘ p~C
1. Calculer : : ' :
/ T _2 P ., = j" ‘j/
A+t At
2. En posan t = tan §, calculer: = v;g1(4'_ 59 L

széﬁﬂ
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Ana_lyse M222
Rattrapage

—Durée 1 heure—

Exercice 1 .
Dans le plan muni d’un repére (O; 7 ; J) orthonormé, on considérc la courbe représentative y
de la fonction f définie par

12z + 36

3 x—24
La droite (A) est la premiére bissectrice du plan.
On considére la suite (u,),en définie par récurrence par : ug = 2 ; Upyy = f (u.) pour tout n € N.

f(z) =~

—
i
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1. Graphiquement, placer sur axe d.: abscisses les cing premiéres valeurs de la suite (u,) .

2. Déterminer, par le calcul, la valeur des trois premiers termes de la suite ()
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\Analyse M222
Examen
——Durée 2 heures—

Exercice 1
w

On considére la la fonction définie f par sur z +— 5 s
-z

1. Donner le domaine dé définition D;. de la fonction 1.
2. Etudier la fonéti-on f sur Dy. |
3. Tracer la courbe représentative C; de la fonction f
4. Résoudre graphiquement Péquation f(z) ==z
5. Résoudre analytiquement I'équation f(z) =z
’ 2

Un

—uZ
22— g

On considére la suite (un)n>o définie par ug €]0, 1] et la relation de récurrence u,,; =

6. Montrer que, pour z €)0,1[, 0 < f(z) <z < 1. :
7. En déduire que 0 < u, < 1 puis que (u,) est décroissante.
8. La suite (u,) a-t-elleune limite et st oui laquelle ?
Exercice 2 ‘
1. Calculer le développement limité & 1'ordre 3 de la fonction flz) = %1?;—;(63

3 +1

2. Soit la fonction f(z) = ok Déterminer 'asymptote en +oo et la position de la

courbe par rapport & cette asymptote.

Exercice 3
On considére I’équation différentielle £ suivante:
v + 2 +y = 2exp(—z) vérifiant y{0) =3 et /(0) =1

1. Résoudre I’équation homogéne Ex : ¥ + 2y +y =0
2. Donner une solution particuliere de £ de la forme y,(z) = az? exp(—2)

3. En déduire lu solution générale de I'équation différentiellc £
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I'Exame.n d’Analyse: Durde 2 heuresi

Exercice 1

1. A Paide du théoréme des accroissements finis ( f(=) =In(z)), montrer que

1 1
Vz>0,—— <1 1) -1 =.
z ,m+1<rn(z+ ) nw < —

£.. On définit lo suite (un),n € N* de nombres réels en posani

(a) Montrer que la suite (u,) est strictement mongione.

(b) Montrer oue 0 < lim u, < 1, ei en déduire que (u,) est convergente,
8. Soit h la fonction définie par h(z) = (1+ 1)* pour z > 1.
(a) Montrer que h(z)-2 = (z-1)(1+ 2)*(ln(1+c)—In(c) - T4z) Pour un cerioin c vérifiant
l<e<z

(b) Montrer gque h(z) > 2.
Exercice 2

1. Résoudre l’éguation différentielle Ey " +y' =6y = e*. Trouver la seluiion de (BEy) vérifiam:
y(0) =1 ety/(0) =0. 4

2. Calculer les intégrales,
*  3dz Y s
e TN remm—
fz 2z(In z)? .[o + 4z 4

3. Culculer les limites suivantes,

2
. sin(z . Ts,
lim — ( :}\, Hm (1 - 2
a=0In{z + 1)’ s—+e z
Exercice 3
1. Donner un déveleppement Emité & ordre 9 de
. Vi+z?
fiz) = , en C.

Cltziyitat
2. En déduire I'asymptote d la courbe de f en +co.

3. Déterminer l'asymptoie d lo courbe de f en —oo.

Y T
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Exexcice ¢ 4
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2. Calculer une primitive de f: F(z) = [ f(t)dt.
8. On considére ’éguation différentielle suivante:

(B) (+23) + —(32; s

3-a) Délerminer la solution générale de l’équation homogéne associée & (E). (Utiliser la
question 2).

3-b) En utilisant la méthode de la variation de la constante, trouver une solution particuliére
de (E).

3-c) Donner la solution générale de l’équation (E).
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Responsables: A.ABASSI, S.CHAIRA, FMRABET

Examen de rattrapage - Analyse - 28 Mai 2019

Exercice 1. 50it (un)nen la suite réelle définie par

U = 0
Unt1 = 3(2—ug), Vn2>0.
Calculer uy et ug.
Vérifier que la suite (un)nen nest ni arithmétique ni géomélrique.

On pose v, = u, — %, Vn € N. Montrer que la suite (vn)nen est géoméirique.

TR M

Calculer lim v, puis Hm wu,.
; n—-co n—-+co

5. Caleuler Sy, =vo+v1 + ... +v, et lim S,.

n—-tco,

Exercice 2.

1. Enoncé le théoréme des accroissements finis.
Soit f la fonction & variable réelle définie par

f() = {3‘5‘” si 5<1

1 -
= T - §

2. Ftudier la continuité de la fonction f en 1.
3. Btudier la dérivabilité de la fonction f en 1.
4. Montrer qu’il existe c €]0,2[ tel que f(2) — £(0) = 2f'(c).
5. Déterminer les valeﬂrs possibles de c.
Exercice 3. On considére f la fonction réelle définie par f(z) = (1 + z)™@

1. Soit g la fonction réelle ielle que g(x) = %"—"%1

sin(z
1-a) Montrer que le développement limité de g en 0 & Pordre 8 est le suivani:

z z? g8

g(m)=1—§+?—-§-+o($3)

1-b) Déduire le développement limité de f en 0 a Uordre 3.
2. Déterminer I’équalion de la tangente & la courbe de la fonction [ en 0.
3. Préciser la position relative de la courbe de f par rapport & sa tangente en 0
Exercice 4. Soit f la fraction rationnelle suivante: f(zx) = ;f;z{?lﬁ

1. Trouver les valeurs de a, b et ¢ tels que f(z) = & + ¢






Exercice 4 (6pts.)

Les trols parties sont indépendantes.

Partie A
On considére la fonction f définie sur ]—1;1] par: f(z)= arctan \/li—::f
1. Ona: '
L R R Ly S .. L T e N MR A O RCUL .o ML 7 1 ¥ of e 55 R ek W UE TP G ¥ 3
2. Comme f(0)=...... alors f admet une expression en terme de fonctions usuelles :
FEEY oo 5 000 5038 inr e SRR e mom e s s e eam e ‘sepenieence ot ol e ssnen s S S
Partie B

Sachant que (arcsinz)'(z) = -ﬁ; et que le DL en 0 d’ordre 2 de la fonction (1 + u)“ est

l4+u)*=1+au+ a—(a———l—)uz +u’e(u) e(u) —— 0
2 u—s0

1. Alors le DL en 0 d’ordre 4 de la fonction 7;% est :

.
1—z2

2. D’ol1 le DL en 0 d’ordre 5 de la fonction arcsinzx est :

....................................................................................

Partie C

1. Une primitive de la fonction arcsin est :

f arcsinz dz =

2. On a alors :

o[

f arcsinz dz =
0



Exercice 2 (5pts.)

On considere la suite numérique (u,), .y définie par :
ug =1

Unp1 =2Up+m2+2n—-1 VneN

On pose pour tout n € N v, =u,+n*+4n+4

1. Calculer v,,4+1 — vn en fonction de v, :

Untl = VUn = cvcennrnrscnnnnans

9. 1ol [, ) esh mameaaile:... oo cosamco s s aonduce de raison .........
3. Exprimer v, en fonctionden: v, =

4. En déduire u, en fonctionden  tp=....ccveveenecnnnn.

5. Soit S, = o + U1 + . uUpSnen fonct‘ron"de;'if‘ér;t : N /i
Sl e e e SR S S SR S RS SR e e 41 irade ae ket et e i
n o oan+l) O an+ )@+l & 1—gnH
On rappelle que k= —~ k2 = R e K

Exercice 3 (4pts.)

On considere I’équation différentielle :
y" + 5y’ 4+ 6y = 39sin 3z (E)
1. I’équation sans second membre associée 4(E) est
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Module M222 Analyse BCG
Epreuve d’examen (2 h)

NO
Nom et Prénom

Exercice 1 (5pts.) ]
- On considére une fonction f dérivable sur son domaine de définition et dont la courbe est donnée
ci-dessous. 5

Z0

‘Q\\ il |
%“-\ = =t —— s
1 \\\:\\_
! .
| ~ T
| ~ 5
et
do | - kai 3] o ] 1
//
L Df= i
2. m}]}inw HE = s d’olien +o0 la courbe de f admet une asymptote ............ ... .. .......
d’équation ...............
3. Hm fle)=..c0.. et lim f(z)=......... d’olt la courbe de f admet une asymptote
T——3~ z——31
........................... déquation ... scvees s s )
4. En —co la courbe de f admet une asymptote ..................... FEQUuBRIOn . v v s s v
¥ .
5. lim M = ... lim IR L e el e
-0 I ' z—0- f(z)
6. Le tableau de signe de la fonction dérivée est -
& —oo +00
f'(z)
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Exercice 2. On considére f la fonction de la variable réelle = définie par: f(z) = arcsin( z. )

1. Montrer que f'(z) = 72, Vz ER

On pourra utiliser sans démonstration le développement limité en 0 de la fonction suivante:
1
1+1

. . . i G . =
Exercice 3. Soit g la fraction rationnelle définie sur R par g(z) = P e

=1—t+t* =34+ .+ (=1)"" + o(t™)

1. Montrer que la fonction H : © — %a-rctcm(%‘%l) est une primitive de la fraction rationnelle

. 1
kg g

2. Trouver les réels a, b, o et 3 tels que

z—1 ar+b B
=«
2441 24+z+1 24+z+1




Soit f une fonction définie et continue sur R, striclement croissante sur [0,1], alors

O F~! est une bijection de [0,1] dans [0, 1]. ,

O La courbe de f~! est symétrique d celle de f par rapport a l'aze des abscisses.
O Pour tout z € [0,1], f(z) =y alors f(y) ==z-

O f est une bijection de [0,1] vers [f(0), f(1)]-

g SO PP PRI AR R R I A
6. Au voisinage de 0
O sin(2z) = 2z + 42 + o(z®) O L = 142z + 2% +22° + o(z%) )
O e't2% = e(1+2z + 2% + % +o(z®)) OvI+2z=1+z+2?+0(z?)
Ezplicalion.......occoovviieeeenmmriereiinieicinninee i eeaene R R S e IR S SR R S
7. Au voisinage de 4+co .
Di—j{—ﬁ:l-%-ko(%) Oz =142 +0(3)
0ok =1+ E+od DL =1-F (@)
Explication........coccceeeees e ——— e S S R S S 5 e 8 KR R AT R YA R AR AT
8. Une primitive de la fonction z v zsin(z) est
O z — z cos(x) + sin(z) O z +— —x cos(z)
O & — —zcos(z) + sin(z) 0 z — z cos(z)
B BRTROTcsncasiscnsonsmmenmemwusmmmresassmnahar sy sns SRR s S S R i i B St e xaemi S ntars s mnansames

10.

La solution générale de l’équation différentielle suwante: zy + (1+ )y =0 est
Oz dze™®, AeR Oz—Xe ™, AR
Oz~ A", AeR Oz A, AER
EIZPICATION. . evveeennennenneiasisessniatissaniene st iR S e R S

La fonction g : T +— 22 — 3z est une solution particuliére de l’équation différentielle

Oy'—yv +2y== Oy +y' =2z-1

Oy’'=2z—-1 Oy"+y=2zx-1

Explication......cceeeeeeenns e eveetaeeeemaeesseessseeeseeeeseetesssessesssseessesesssssesssressreseseisessessesiiiieis
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Exercice 1. Les questions suivantes sont indépendantes. Pour chagque question 4 affirmations
sont proposées parmi lesquelles 1 seule est vraie. Pour chague question, cochez puis expliguez la
Téponse que vous pensez vraie-

1. Sachant que 1+q+¢®+ ...+ g" = 1;1,_:*;_1_, la sommel+%+2+%+4+%+8+...+2%+2“
est égale a

O2r - L ' | I
O 2% = 2 Oontl _
2n =

2. Sotent (un) et (vn) deux suites réelles vérifiant: ug= a, Yo = b avec a < b, ¥n € N* u,, < vy,
Un < Unt1 €l Unyy < Un. Alors (u,) et (v,) sont

O adjacentes 0O divergentes
O convergentes [0 non bornées

3. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2 — 22. Alors

O f est strictement croissante sur R U f présente un mazimum local en 0
U f présente un minimum global sur R O f(z) = 0 admet trois solutions sur R
R L e

4. ©oit f la fonction définie par f(z) = e" =% siz #0 et f(0)=0.

O la dérivée de f est nulle en 0 U la dérivée de f en x # 0 est — 2z~ 2
O f n'est pas dérivable en 0 U le graphe de f admet une tangente vertical en 0



